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HPM (Hybrid Type Penalty Method) is one of the feasible methods for analyzing discontinuous 
phenomenon such as slippage and collapse. This method can be applied to framed structural analysis, and an 
algorithm for static collapse analysis of framed structures using HPM has been proposed. On the other hand, 
the importance of dynamic frame collapse analysis is increasing recently. However, this kind of algorithm for 
numerical analysis using HPM has not been developed. In this paper, I develop an algorithm for dynamic 
framed structural analysis using HPM and verify the accuracy and stability of the solution through some 
numerical examples. 
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１． はじめに 
構造物を設計するにあたり，それらを構成している要
素を簡素化してはりやトラスなどの線材要素に置換し，
骨組構造として解析する方法が度々用いられている．例
えば，高層ビルや橋梁，航空機，船舶など大型の構造物
から，小規模な架台など，様々な構造物の安全性の検討
において，現実的な観点から骨組構造解析は避けては通
れない手法となっている．近年は，地震や衝突による破
壊現象の詳細な解明のため，骨組構造の動的解析の重要
性も日増しに増加している． 
骨組構造解析では，一般的に，変形法  (DM : 
Displacement Method) が広く用いられている[1]．この解
析方法では，軸方向に対して線形，曲げに対して 3 次の
変位場が仮定されており，その解は，線形計算において
厳密解と一致する．したがって，骨組構造を対象とした
線形の応力変形解析を行う場合，DM に変わる新しい解析
法を開発しなければならない必要性はほとんどない[2]．
しかし，ヒンジの発生は破断などの強非線形問題を解析
する場合には，より簡素な手法の解析も必要である．特
に，弾性状態から塑性ヒンジが発生し，メカニズムを構
成した後，崩壊するようなマルチステージ破壊シミュレ
ーションを考えるとき，その必要がさらに増す． 
ところで，竹内らはひび割れや崩壊などの不連続な現
象を伴う問題の解析を行う場合に適した方法として，ハ
イブリッド型ペナルティ法 (HPM : Hybrid Type Penalty 
Method) を提案した[3]-[5]．HPM では，解析領域を小さ
な部分領域に分割し，部分領域毎に独立な変位場を仮定
して境界上での変位の連続性をペナルティ関数により近
似的に導入する．このとき，部分領域間の境界において，
表面力が求められる．この表面力を利用して，すべりや
引張破壊などの進行型破壊を導入すれば，離散化極限解
析を行うことが可能である．この手法は骨組構造に対し
ても適用可能で，HPM の棒要素を用いた骨組構造物の静
的崩壊解析に対するアルゴリズムが提案されている
[2][6][7]． 
一方，先にも述べたように，近年では，地震や衝突に
よる破壊現象や機械振動などの時間依存問題の骨組崩壊
解析の重要性も増加している．また，刻々と変化する崩
壊挙動を追跡するマルチステージ破壊シミュレーション
を実現するためには，動的な解析法の開発が必要である．
HPM による離散化解析は，そのような進行型の破壊解析
に適しているが，棒要素を用いた動的問題に対するアル
ゴリズムは未開発である． 
 そこで，本研究では，時間とともに変化する骨組構造
の崩壊現象を追跡するアルゴリズムの開発を目的に，そ
の基礎となる線形問題を取り上げ，HPM の棒要素を用い
た動的解析の定式化と時間積分のアルゴリズムを開発す
る．時間積分法としては，陰解法である Newmark の法
を用いる．さらに，簡単数値計算例により，提案した手
法の解の特性を示す． 
 
２． ハイブリッド型仮想仕事式の導出 
（１）仮想仕事式 
図 1 に示すような棒部材に関する仮想仕事式は次のよ
うになる. 
 
 
図 1 棒部材 
 
 
(1) 
 
ここで，  は軸力，   は曲げモーメントで，  
はせん断力を表している．また，  は軸方向分布荷重， 
 はせん断方向分布荷重，  は分布曲げモーメン
トである．  は軸方向変位，  はたわみ，  はたわみ角
で，  は軸ひずみ，  は曲率，  は縦弾性係数，   は
部材断面積， は断面二モーメント，  は垂直応力, 
は仮想変位である．また, 
は端点で与えられた断面力で, は端点
の軸変位,たわみ,たわみ角を表している. 
 
（２）付帯条件とハイブリッド型仮想仕事式 
図 2 に示すような隣接する 2 つの部材について考える. 
 
 
 
図 2 部材 , とその境界  
 
ここで，  は，領域  の座標軸  の＋側の端点，
 は領域  の座標軸  の－側の端点を表しており，
は，2 つの部材（領域） ，  の共通の境界で，
以下のように定義する． 
 
            (2) 
 
このとき，この境界上で変位の連続性に関する付帯条
件は Lagrange の未定乗数  を用いて以下のように表さ
れる． 
 
    (3) 
 
ただし,  
 
式(3)を式(1)の仮想仕事式に考慮すると,ハイブリッド
型仮想仕事式が以下のように得られる. 
 
 (4) 
 
３． ハイブリッド型ペナルティ法の離散化方程式 
（１）変位場と相対変位 
本論文では，図 3 に示すように，部材中央に剛体変位 
 と部材内で一定なひずみ ，ひずみの勾配  と
 を設定する． 
 
 
図 3 骨組部材の自由度 
 
このとき，2 次元骨組部材の変位場を次のように書く． 
 
  (5) 
 
2 次元問題の場合，それぞれの行列は次のようになる． 
 
，  
 
 
 
，  
 
ここで  は，部材に設定された局所座標系を表している． 
 
 
図 4 はり端点の変位 
 
式(5)より，図 4 に示すようなはり端点における変位が
次のように求められる． 
 
   (6) 
   (7) 
 
式(6)，(7)より，はり端点における相対変位  は以
下のように計算できる． 
 
   (8) 
 
（２）Lagrange の未定乗数とペナルティ関数 
骨組要素において Lagrange の未定乗数は断面力を意味し
ており，HPM ではペナルティ関数  を用いて以下のよ
うに表す． 
 
             (9) 
 
また，成分で表すと次のようになる． 
 
     (10) 
 
ここで，  はペナルティ関である． 
 
（３）離散化方程式の誘導 
ハイブリッド型仮想仕事式に変位場の関係式と
Lagrange の未定乗数 の関係式を代入することで，次の
ような離散化方程式を誘導することができる． 
 
           (11) 
 
 
 
 
 
このように，本モデルの離散化方程式は，式(11)に示す
運動方程式に帰着し，左辺の係数行列 は，各部材の剛
性 と要素境界辺に関する付帯条件の関係 を組み
合わせることによって得られる． 
 
（４）時間積分 
現在の時刻  の時間ステップを n とし，その時刻から
 時間後の時間ステップを n+1 とするとき，n+1 ステ
ップにおける運動方程式(11)の関係は次のように表され
る． 
 
     (12) 
 
式(12)に平均加速度法を適用することで，次のような時
間ステップ毎の離散化方程式が得られる． 
 
 
    (13) 
 
ただし，  はパラメータであり，通常は 1/6 や 1/4 が用い
られる．本論文の数値計算例では  を用いた． 
 
４． 平面骨組構造の動的応答解析 
（１）ピン要素 
図 4 のように部材が一直線につながっている場合は式
(13)を解くことで解が得られるが，一般的なトラス構造で
は，部材が三角形ネットに組まれているため，部材が一
直線の状態で求められた離散化方程式を利用することは
できない． 
そこで，図 5 に示すような，長さも質量ももたず，自
由度が剛体変位のみのピン状の要素を考える．図 5 は，
骨組部材の a 端（始点）側にピン要素が配置された例で
ある． 
 
ピン要素
はり要素
 
図 5 ピン要素（a 端） 
 
このときの a 端における相対変位は以下のように表さ
れる． 
 
      (14) 
ただし， は単位行列である．この関係を用いて付帯条件
の関係を求めると以下のようになる． 
  (15) 
 
一方，ピン要素の部材長は 0 となるため，図 5 の状態
の部材剛性行列は部材 e に関係する項のみで以下のよう
になる． 
 
         (16) 
 
したがって，ピン要素が a 端側に配置された場合の係
数行列と未知数の関係は以下のように求められる． 
 
 
 (17) 
 
また，図 6 に示すように，骨組部材の b 端（終点）側
にピン要素が配置された場合も同様に，次のような係数
と未知数の関係式を得ることができる． 
 
ピン要素はり要素
 
図 6 ピン要素（b 端） 
 
 
 (18) 
 
（２）平面骨組構造 
部材が角度をもって配置されている場合の平面骨組構
造解析について説明する．図 7 は，ピン要素を挟んで，
骨組部材が  の角度をもって配置されている例であ
る． 
 
 
図 7 ピン要素を含む部材の座標変換 
HPM では，骨組部材については，局所座標系の変位場
を使用し，ピン要素については，全体座標系の剛体変位
場を使用する． 
いま，このピン要素の変位を 1 要素側の  方
向の成分  に座標変換すると以下のように
なる． 
 
              (19) 
 
これを成分表示すると，以下のようになる． 
 
    (20) 
 
 式(19)，式(20)より，1 部材とピン要素に関係する係数
行列と未知数の関係は以下のように求められる． 
 
 
  (21) 
 
 また，２要素とピン要素に関しても同様に，係数行列と
未知数の関係が以下のように求められる． 
 
 
 (22) 
 
５． 骨組構造解析例 
（１）片持ちはり 
ピン要素を用いた平面骨組構造の場合の解の精度を検
証するため，図 8 に示す，片持ちばりの端点に集中荷重
が作用した場合の動的解析を行った．図中の白丸は長さ
と質量を持たないピン要素である． 
 
 
弾性係数 E = 10000 kN/m2 
せん断弾性係数 G = 5000 kN/m2 
断面積 A = 2 m2 
断面二次モーメント I = 2/3 m4 
質量 m = 1 kg 
図 8 片持ちばりの解析モデル 
 
このときの変位，速度，加速度の応答を図 8～図 11 に
示す． 
 図 9 片持ちばりの変位応答 
 
 
図 10 片持ちばりの速度応答 
 
 
図 11 片持ちばりの加速度応答 
 
（２）両端固定ばり 
次に，図 12 に示す，両端固定ばりの中央に集中荷重が
作用した場合の動的解析を行った． 
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弾性係数 E = 10000 kN/m2 
せん断弾性係数 G = 5000 kN/m2 
断面積 A = 2 m2 
断面二次モーメント I = 2/3 m4 
質量 m = 1 kg 
図 12 両端固定ばりの解析モデル 
このときの変位，速度，加速度の応答を図 13～図 15
に示す． 
 
 
図 13 両端固定ばりの変位応答 
 
 
図 14 両端固定ばりの速度応答 
 
 
図 15 両端固定ばりの加速度応答 
 
 
弾性係数 E = 10000 kN/m2 
せん断弾性係数 G = 5000 kN/m2 
断面積 A = 2 m2 
断面二次モーメント I = 2/3 m4 
質量 m = 1 kg 
図 16 門型ラーメンの解析モデル 
（３）門型ラーメン 
次に，部材が角度をもって配置された場合のピン要素
の影響を検証するため，図 16 に示す，門型ラーメンの左
上側コーナーに水平集中荷重が作用した場合の動的解析
を行った． 
このときの変位，速度，加速度の応答を図 17～図 19
に示す． 
 
 
図 17 門型ラーメンの変位応答 
 
 
図 18 門型ラーメンの速度応答 
 
 
図 19 門型ラーメンの加速度応答 
 
（４）2 層ラーメン 
次に，ピン要素に複数の棒部材が集まる場合の影響を
検証するため，図 20 に示す，2 層ラーメンの左節点に水
平集中荷重が作用した場合の動的解析を行った．材料定
数は図に示すとおりである． 
このときの変位，速度，加速度の応答を図 21～図 23
に示す．加速度応答の結果は，これまでと若干異なり，
高周波数が現れている． 
 
弾性係数 E = 10000 kN/m2 
せん断弾性係数 G = 5000 kN/m2 
断面積 A = 2 m2 
断面二次モーメント I = 2/3 m4 
質量 m = 1 kg  
図 20 2 層ラーメンの解析モデル 
 
 
図 21 2 層ラーメンの変位応答 
 
 
図 22 2 層ラーメンの速度応答 
 
 
図 23 2 層ラーメンの加速度応答 
 
６． まとめ 
本モデルの特徴は，棒部材の自由度が，部材軸に沿っ
た局所座標系で表されており，ピン要素の自由度が，全
体座標系で表されていることである．このため，本節で
は，ピン要素の自由度を接続する棒要素の座標系に座標
変換して離散化式を誘導している．このような，局所座
標系による定式化が可能になる理由は，本モデルが要素
毎に独立な変位場も用いているためであり，本解析手法
の特徴となっている．この点についても，具体的な解析
例を用いて解析の可能性を示すことができた． 
さらに，ピン要素は，複数の部材が１つの節点に集ま
るような場合についても有用であり，実際に，解析例を
通して，その有効性を示すことができた． 
以上のことから，本手法は，時間依存問題における骨
組崩壊解析においても有効に利用できるものと考える． 
 
謝辞：本論文を作成にあたり，竹内則雄教授には厳しく
も優しいご指導を賜りましたので，ここに深謝の意を表
する．また，研究に関する知識を深めるために助言して
下さったシミュレーション環境デザイン研究室の先輩方，
互いに研究について語り合うことで励まし合ったシステ
ムデザイン専攻の同期の方々に感謝申し上げる．最後に，
協力していただいた皆様へ心から感謝の気持ちと御礼を
申し上げたく，謝辞にかえさせていただく． 
 
参考文献 
1) 例えば H.,C.,Martin : Introduction to Matrix Methods of 
Structural Analysis, McGRAW-Hill Book , 1966. 
2) 阿邊恒太，山口清道，竹内則雄：HPM における棒要素
の開発，日本計算工学会「計算工学講演会論文集」, 
Vol.20, pp.1-5. 2015. 
3) 竹内則雄，草深守人，武田洋，佐藤一雄，川井忠彦 : ペ
ナルティを用いたハイブリッド型モデルによる離散化
極限解析，土木学会構造工学論文集，Vol.46A, 
pp.261-270, 2000. 
4) 竹内則雄，大木裕久，上林厚志，草深守人：ハイブリ
ッド型変位モデルによる材料非線形解析，日本計算工
学会論文集，(Transactions of JSCES Paper No.20010002), 
pp.53-62, 2001. 
5) N.,Takeuchi,Y.,Tajiri and H.,Hamasaki : Development of 
modified RBSM for rock mechanics using principle of 
hybrid-type virtual work, Analysis of Discontinuous 
Deformation : New Developments and Applications, 
Research Publishing Service, pp.395- 403, 2009. 
6) 阿邊恒太，竹内則雄：ハイブリッド型ペナルティ法に
よるトラス構造解析，法政大学情報メディア教育研究
センター研究報告, Vol.29, pp.33-40, 2015. 
7) K.,Yamaguchi and N.Takeuchi : Discrete limit analysis for 
framed structures by using Hybrid-type Penalty Method, 
Bulletin of Research Center for Computing and Multimedia 
Studies, Hosei University, Vol.30, pp.1-11, 2016. 
8) 見原理一，竹内則雄，草深守人：２次の変位場を仮定
したハイブリッド型ペナルティ法の開発，構造工学論
文集, Vol.51A, pp.249-257, 2005. 
9) R., MIHARAI and N., TAKEUCHI : Material nonlinear 
analysis using hybrid-type penalty method assumed second 
order displacement field, Proceedings of 7th International 
Conference on the Analysis of Discontinuous Deformation, 
December 10-12,2005, Honolulu, Hawaii, pp.211-222, 
2005. 
10) 見原理一，竹内則雄：３次の変位場を仮定したハイブ
リッド型ペナルティ法の開発，法政大学情報メディア
教育研究センター研究報告, Vol.19, pp.155-162, 2006. 
11) T.,Kawai : New element models in discrete structural 
analysis, Journal of the Society of Naval Architects of 
Japan, No.141, pp.187-193, 1977. 
12) 竹内則雄：地盤力学における離散化極限解析，培風館，
1991. 
13) 例えば，竹内則雄，樫山和男，寺田賢二郎：計算力学
（第 2 版），森北出版株式会社，2012. 
 
